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Losungen zum Erginzungsblatt 15

Vorbereitungsaufgaben

Keine Vorbereitungsaufgaben.

Priasenzaufgaben

Prasenzaufgabe 1

Fiir Alphabete 3 und I" nennen wir ¢: ¥* — I'* einen Homomorphismus, wenn gilt:

ple)=c und  V,ye X p(ry) = p(z)e(y).
Dann gilt p(a; ...a,) = p(a1) ... ¢(a,) fir alle aq, ..., a, € 3.

1. Seien ¥ und I' zwei Alphabete und ¢: ¥* — I'* ein Homomorphismus. Welche der
folgenden Aussagen gelten fiir beliebige regulédre Sprachen A C ¥* und B C I'*?

(a) ¢(A) ist regulr. (c) B C (e~ "(B)). (e) AC o7l (p(A)).
(b) ¢! (B) ist regular.  (d) ¢(¢~'(B)) C B. (f) ¢ (p(4)) C A

2. Fiir ein m > 1 sei ¥ = {aq,...,a,} ein m-elementiges Alphabet und L die Sprache

L= {a?a’fag‘s ca )n € N}
iiber X. Zeigen Sie, dass L genau dann regular ist, wenn m = 1 gilt.

3. Sei L eine reguldre Sprache iiber dem Alphabet ¥ = {a, b}. Zeigen Sie, dass
L' = {ucv|uv € L}

iber dem Alphabet >’ = {a, b, c} ebenfalls regulér ist.



Losung
1. (a) Richtig. Wurde in Ubungsblatt 4, Aufgabe 3 bewiesen.
(b) Richtig. Wurde in Ubungsblatt 6, Aufgabe 4 bewiesen.

(c) Falsch. Als Gegenbeipsiel kann man eine Menge B wiihlen, in der ein Element
kein Urbild beziiglich ¢ besitzt. Fir ¥ = I' = {a} ist p(w) = ¢ ein Homo-
morphismus und B = {a} reguliir, aber es gilt p(p~}(B)) = 0, was keine
Obermenge von B ist.

(d) Richtig. Sei w € ¢(¢~'(B)) beliebig. Dann existiert ein € ¢! (B) mit p(x) =
w. Aus z € ¢ '(B) folgt p(x) € B und somit w € B.

(e) Richtig. Sei w € A beliebig. Dann ist p(w) € p(A) und somit w € ¢~ (p(A)).

(f) Falsch. Als Gegenbeispiel kann man ein Element aus I'* mit mehr als einem
Urbild nehmen und die Menge A so wéhlen, dass sie nur einige Urbilder enthélt.
Fir ¥ =T = {a} ist p(w) = ¢ ein Homomorphismus und A = {e} regulir,
aber es gilt ¢ 1 (p(A)) = X*, was keine Teilmenge von A ist.

Hinweise:

e Fiir das Bild ¢(A) von A unter ¢ und das Urbild ¢~*(B) von B unter ¢ gilt

o(A) ={p(x) € Blz € A} bzw. ¢ Y (B) ={x € A|¢(x) € B}.

e Man beachte, dass die Aussagen 4 und 5 fiir eine beliebige Funktion ¢: ¥* — I'*
und fiir beliebige Mengen A C ¥* und B C I'* gelten. Dass ¢ ein Homomor-
phismus ist oder dass A und B regulidr sind, wurde in den Beweisen nicht
verwendet.

2. Firm = 11ist ¥ = {a;} und L = {a}|n € N} = ¥* offensichtlich regulér. Die
Gegenrichtung zeigen wir, indem wir per Widerspruch beweisen, dass L fiir kein
m > 1 reguldr ist. Sei hierfiir m > 1 beliebig. Betrachte den Homomorphismus

v: X* = {a}*, der durch
a firi=2
pla;) = {

e flir¢#2

definiert ist. Wére L regulér, so wére auch

o(L) = {a

regulér, was bekanntlich nicht stimmt.

nGN}

3. Betrachte den Homomorphismus ¢: ¥ — 3* der durch ¢(a) = a, ¢(b) = b und
¢(c) = e definiert ist. Dann gilt:

L' =Y} Ny (L).

Da ¥*, {c} und L regulér sind und die Klasse der regulidren Sprachen unter Kon-
katenation, Schnitt und inversen Homomorphismen abgeschlossen ist, ist auch L'
regulér.



Prasenzaufgabe 2

Seien ¥ = {a, b} ein Alphabet und M der folgende DEA {iber X:

a,b
N
2O O =t
~__
a

Mit L bezeichnen wir die von M akzeptierte Sprache. Wie iiblich seien R; die Myhill-
Nerode Relation und =, die syntaktische Kongruenz beziiglich L.

1.
2.

3.
4.

Geben Sie eine moglichst einfache Mengendarstellung fiir L an.
Geben Sie fiir jede Klasse in
(a) ¥*/Ryp
(b) X*/=¢
den langen-lexikographisch kleinsten Vertreter an.
Geben Sie die Verkniipfungstafel von Synt(L) an.
Ist Synt(L) kommutativ?

5. Ist Synt(L) eine Gruppe?
Losung
1. L ={wa™|n ist gerade und w endet mit b oder n ist ungerade und w leer}
2. (a) e, a.
(b) €, a, b, ba.
3. Fiir die Verkniipfungstafel schreiben wir der Ubersichtlichkeit halber vereinfacht nur
w statt [w]z,, d.h. wir rechnen mit Vertretern:
’ . H e a b ba ‘
elle a b ba
alla ¢ b ba
bl b ba b ba
ba|lba b b ba

Synt(L) ist nicht kommutativ, da beispielsweise gilt:

[a]EL ' [b]EL = [b]EL 7é [ba’]EL = [b]EL ’ [a]

L

Synt(L) ist keine Gruppe, da weder [b]=, noch [ba]=, ein Inverses besitzen.



Prasenzaufgabe 3

Sei ¥ = {a, b, c} ein Alphabet. Zeigen Sie, dass die Sprache
L=A{w e X" ||w]y = min{|wlg, [w|c}}

nicht kontextfrei ist.
Losung

Wir zeigen mit dem Pumping-Lemma, dass L nicht kontextfrei ist. Sei hierfiir n € N
beliebig. Wiahle z = a™b™c". Dann gilt z € L und |z| = 3n > n. Seien u,v,w,z,y € ¥*
beliebig mit z = wvwzy, |ve| > 1 und |vwz| < n. Zu zeigen ist, dass ein i € N existiert,
so dass 2’ = uviwa'y nicht in L liegt.

Fall 1: vz enthalt ein b

Wegen |vwzx| < n enthilt vz kein a oder kein ¢. Dann gilt fiir ¢ = 2:

[2']s > [2]s = min{|zla, |2]c} = min{[2"]a, ||}

Fall 2: v enthalt kein b

Wegen |vz| > 1 enthdlt vz mindestens ein a oder ein ¢, aber wegen |vwz| < n nicht
beides. Dann gilt fiir ¢ = 0:

[2'ls = [2]s = min{|zla, |2]c} > min{[2"]a, ||}

In beiden Fillen existiert ein i € N mit uv'wz'y ¢ L. O

Zusatzaufgaben

Zusatzaufgabe 1
Sei G = ({S, A, B},{a,b}, P,S) eine Grammatik mit folgenden Produktionen:

S — Al ba
A—BAla
B — BA | b.

Geben Sie eine zu G dquivalente Grammatik G’ in Greibach-Normalform an.



Losung
Wir fahren fort wie auf den Vorlesungsfolien 21.1 bis 21.4 beschrieben.
Schritt 1 (erster Algorithmus)

Mit dem ersten Algorithmus werden Regeln der Form A; — Aja mit ¢ > j entfernt. Wir
wéhlen die Nummerierung (A;, Ay, Az) = (5, A, B), damit die Anzahl solcher Produktio-

nen minimal ist, und erhalten durch Umbenennung die Produktionen

A1 — A2 | ba
AQ —>A3A2 | a
Ag —)A3A2 | b.

Fiir i = 1 passiert nichts, da keine Regeln der Form A; — A« existieren. Fiir i = 2
passiert ebenfalls nichts, da keine Regeln der Formen A; — A;a oder Ay — Asa existieren.
Fiir ¢« = 3 verédndert sich die Regelmenge erst bei der Entfernung der Linksrekursion bzgl.
As. Durch die Entfernung von A3 — A3A, erhalten wir:

Ay — Ay | ba
Ay — AsAs | a
A; — b | bB
B — Ay | AsB.

Schritt 2 (zweiter Algorithmus)

Der zweite Algorithmus liefert:

Ay — bAy | bBAy | a | ba
Ay — bAy | bBAs | a
A3 - b | bB

B — Ay | AsB.

Schritt 3 (B-Regeln)
Die rechten Seiten der B-Regeln beginnen mit Ay. Durch das Einsetzen von Ay — bA; |
bBAs | ain B — Ay | A2B erhalten wir:

A1—>bA2\bBA2|a]ba

A2 — bAQ ‘ bBA2 | a

Schritt 4 (Pseudoterminale)



Durch das Einfithren von Pseudoterminal V, erhalten wir die gewiinschte Regelmenge
P’

Ay = bAy | bBAy | a | bV,

Ay — bAy | DBAy | a

A; — b | 0B

B — bAs | bBAy | a | bAsB | bBAsB | aB
V, — a.

Ein Pseudoterminal V} ist in diesem Fall nicht notig.

Dann ist G' = ({4, Ag, A3, B, V,},{a,b}, P', Ay) eine zu G #quivalente Grammatik in
Greibach-Normalform.

Hinweis: Alternativ kann man ,,durch scharfes Hinsehen“ erkennen, dass GG genau die Spra-
che L = L(a|b(a|b)*a) erzeugt, und eine Grammatik fiir L in Greibach-Normalform kon-
struieren. Eine solche Grammatik ware G’ = ({5, T}, {a, b}, P, S) mit Produktionen

S —a|bl
T —aT | bT | a.

Zusatzaufgabe 2

Sei > = {a, b} ein Alphabet. Fiir Worter v, w € ¥* sei |w|, die Anzahl an Vorkommnissen
von v in w (z.B. |aabaaal., = 3 und |ababal.p, = 2). Welche der folgenden Sprachen sind
regulér und welche nicht?

1. Ly = {w e 2% | |w|, = |wly}
2. L2 = {U) e X" ’ ’w’ab = |w‘ba}
3. L3 = {U) e ’ |w|aba - |w|bab}

Beweisen Sie Thre Antworten, ohne das Pumping-Lemma oder den Satz von Myhill-Nerode
zu verwenden.

Hinweis: Sie diirfen annehmen, dass L = {a"b" | n € N} nicht regulér ist.
Losung
1. L ist nicht regulér.

Angenommen, L; wire reguldr. Dann wire auch Ly N L(a*b*) = L regulér, was ein
Widerspruch wére. O

2. Lo ist regulér.

Ly enthélt genau die Worter, die mit demselben Buchstaben beginnen und enden.
Somit wird Ly von dem regulédren Ausdruck v = a(a|b)*alb(a|b)*b beschrieben. O



3. Ls ist nicht regular.

Angenommen, L3 wére reguldr. Betrachte den Homomorphismus ¢: >* — >* der
durch ¢(a) = aba und ¢(b) = bab definiert ist. Dann wiére auch

™ (Ls N L((aba)" (bad)")) = ¢~ ({(aba)" (bab)" [n € N}) = L

reguldr, was ein Widerspruch wire. a

Bemerkung: Diese Argumentation funktioniert wegen |(aba)™(bab)™|ape = m+1 und
|(aba)™(bab)" |pay = n + 1, d. h. es gilt:

|(aba)™ (bab)"|wa = |(aba)™(bab)"|pepy <= m = n.
Bei Teilaufgabe 2 funktioniert diese Argumentation nicht, da
[(ab)™ (ba)"|ap = [(ab)™ (ba)"[pa = m + 1 — 1

gilt. In diesem Fall ist der Schnitt von Ly und L((ab)*(ba)*) nicht {(ab)™(ba)™ | n € N},
sondern L((ab)*(ba)*) selbst.

Zusatzaufgabe 3
Losen Sie die komplette Modulpriifung aus Sommersemester 2018.
Losung

Siehe Erginzungswebseite in der Rubrik Zusatzmaterialien.



