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Losungen zum Erginzungsblatt 8

Hinweis:

Um zu zeigen, dass eine gegebene Sprache in einer bestimmen Sprachklasse liegt, ist
es in der Regel ausreichend, eine konkrete Représentation (Grammatik, Automat, o. A.)
anzugeben, wenn ein Korrektheitsbeweis nicht explizit gefordert wird.

Bei kontextfreien Grammatiken reicht es aus, dass jede Produktion eine einzige Variable
als linke Seite besitzt, da solche Grammatiken sehr leicht so modifiziert werden koénnen,
dass sie die e-Sonderregel einhalten.

Vorbereitungsaufgaben

Vorbereitungsaufgabe 1

Uben Sie das Schema zur Herstellung einer Grammatik in CNF anhand der Beispiele auf
den Vorlesungsfolien 20.2 bis 20.6.

Losung

Losungen auf den jeweiligen Folien.

Vorbereitungsaufgabe 2

Seien ¥ = {a,b,c¢,d} und I' = {a, b} zwei Alphabete und ¢: ¥* — I'* ein Homomorphis-
mus mit ¢(a) = ab, p(b) = ba, ¢(c) = aba und p(d) = a.

1. Bestimmen Sie ¢({¢, b, aa, cb, adb}).
2. Bestimmen Sie ¢ ~!({¢, bb, aba, ababa}).
Erinnerung: Fiir eine Funktion f: A — B und Mengen A’ C A und B’ C B ist
o f(A) ={f(a)|a € A’} das Bild von A" unter f und
o [(B')={al|f(a) € B'} =Uyep ['(b) das Urbild von B’ unter f.

Man beachte, dass f(A’) unf f~1(B’) beides Mengen sind. Es gilt: f(A
f7Y(B') C A. Auch f~1(b) ist fiir jedes b € B eine Menge: f~1(b) = {a| f(a)

') € B unf
= b}.



Losung

1. Es gilt:
v({e, b, aa, cb, adb}) = {p(e), ¢(b), p(aa), p(cb), p(adb)}
= {¢, ba, abab, ababa, ababa}
= {e, ba, abab, ababa}.
2. Es gilt:

o ({e,bb,aba, ababa}) = () U o 1(bb) U o *(aba) U ¢~ ' (ababa))
={e} UBU{c,ad,db} U{ac,cb,aad, adb,dbb}
= {e,¢,ad, ac, cb,db, aad, adb, dbb} .

Priasenzaufgaben

Prisenzaufgabe 1

Welche der folgenden Sprachen sind kontextfrei und welche nicht? Beweisen Sie Thre Ant-
wortenn.

1. L ={a""|k <1} iiber ¥ = {a,b}
2. L= {a"t'c" |k <l <m} iber & = {a,b,c}
3. L= {a"t'c"|k+1=m} iber ¥ = {a,b,c}
4. L= {a"|k,1 > 2} iiber & = {a}

Loésung

1. L ist kontextfrei, da L von der kontextfreien Grammatik G = ({S}, %, P,.S) mit
S — aSb | Sb | b erzeugt wird.

2. Wir zeigen mit dem Pumping-Lemma, dass L nicht kontextfrei ist. Sei hierfiir n € N
beliebig. Wihle z = a"0""1¢"*2. Dann gilt 2 € L und |z| = 3n + 3 > n. Seien
u,v,w, x,y € X* beliebig mit z = wowzy, |ve| > 1 und |[vwz| < n. Wir unterschei-
den drei Félle:

e Fall 1: vz enthilt ein a.
Dann enthélt vz kein c. Fiir i = 3 gilt |uwv'wz'y|, > [uv'wz'y|,.
e Fall 2: vx enthélt kein a, aber ein b.
Fiir ¢ = 0 gilt [uv'wz'y|, > |uv'wziyly.
e Fall 3: vz enthilt weder ein a noch ein b.
Dann enthilt vz mindestens ein c. Fiir i = 0 gilt [uv'wa'yl, > |uvwz'y|..

In allen Fillen existiert ein ¢ € N mit uwv'wz'y ¢ L. O
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3. L ist kontextfrei, da L von der kontextfreien Grammatik G = ({S, T}, %, P, S) mit
Produktionen

S —aSc|T
T —bTc|e
erzeugt wird.

4. Wire L kontextfrei, dann wére L auch reguldr, da L eine unére Sprache ist. Da die
Klasse der reguldren Sprachen unter Vereinigung und Komplement abgeschlossen
ist, wire dann auch

LU{e,a} ={da”|p prim}

regulédr, ein Widerspruch!

Bemerkung: Die Sprache {e, a} ist endlich und somit auch regulér (vgl. Ergénzungs-
blatt 7, Zusatzaufgabe 4).

Priasenzaufgabe 2

Seien Y ein Alphabet und L eine reguldre Sprache iiber ¥. Zeigen Sie, dass folgende
Sprachen auch regulér sind.

1. Ly ={z € ¥*|3y € L: x ist Infix von y}
2. Ly={y € ¥*|dr € L: x ist Infix von y}
Losung
1. Es gilt:
Ly={re ¥ |Ju,ve X urvel}.
Mittels Automaten

Da L regulér ist, existiert ein DEA M = (Q, %, 4, s, F') mit T(M) = L. Definiere
den NEA M' = (Q,%,d,S, F') mit §(q,a) ={d(q,a)}, S = {S(S,u) )u € Z*} und

F/:{QEQ)H’UEE*ZS(Q,U)GF}.

Dann gilt fiir jedes z € ¥*:

we L < Ju,ve X urvEL
— Ju,v € X*: §(s,uxv) € F
— Ju,v e T*: 6(0(0(s,u),z),v) € F
— Ju e X*: §(6(s,u),z) € F'
— JpeS:ipa)eF
LSS, )N F £
—xeT(M),

d.h. T(M') = L. O



Bemerkung: An der Stelle (x) wurde die Gleichung
5@ 2) = {da,2) [a € @'}

verwendet. Diese kann sehr leicht fiir alle Q" C @ und alle z € X* per Induktion
nach der Lange von x gezeigt werden.

Mittels Erkennbarkeit durch Monoide

Da L regulér ist, ist L erkennbar, d. h. es existieren ein endliches Monoid (M, -), ein
Homomorphismus ¢: ¥* — M und eine Teilmenge A C M mit L = p~1(A).

Wihle A" = {a € M |Ju,v € ¥*: p(u) - a-p(v) € A}. Dann gilt A" C M und

r€ L] <= Ju,ve X uxv e L
< Ju,v € T urv € p ' (A)
< Ju,v € X*: p(uxv) € A
< Ju,v € X" po(u) - p(x) - p(v) € A
= plr) € A

fir alle z € ¥*. Daraus folgt L; = ¢ '(4’), d.h. L; wird auch von M durch ¢
erkannt. Also ist Ly erkennbar und somit auch regulér. O

Mittels Abschlusseigenschaften

Betrachte das Alphabet & = {a|a € ¥} und die Homomorphismen ¢, ) (EUE\?)* —
¥* mit ¥(a) = ¢(a) = p(a) = a und ¥(a) = ¢ fur alle a € X.

Dann gilt: L
Ly = ¢Y(¢ YD) N Z*E*EH).

Da die Klasse der regulédren Sprachen abgeschlossen ist unter Konkatenation, Schnitt,
Homomorphismen und inversen Homomorphismen, ist auch L; regulér. a

Bemerkung: Intuitiv entfernt ¢ alle Markierungen auf Buchstaben und v entfernt
alle markierten Buchstaben, z. B. ¢(béa) = bea und ¢ (béa) = ba.

Mittels syntaktischer Kongruenz

Wir zeigen, dass =, eine Verfeinerung von =y, ist, indem wir fiir alle wy, wy € ¥*
die Implikation
W1 =p Wy — W1 =, Wo

zeigen.
Seien wy, ws € ¥* beliebig mit wy; = we. Dann gilt fiir alle z,y € ¥*:
rwy € Ly <= Ju,v € X uxwiyv € L

< Ju,v € X" urwyyv € L
< xwoy € L.

Wegen |X*/=p,| < |¥*/=1] < oo ist Synt(Ly) = ¥*/=p, endlich und somit L,
regular. O



2. Es gilt:

Lo={yeX |3z e LiuveX:y=urv}={urv €X' |z € LAu,v € X"}

Mit reguléren Audriicken

Seien aq, ..., a; die Buchstaben in 3 und ~ ein regulédrer Ausdruck fiir L. Dann wird
Ly von dem reguldren Ausdruck v = (aq] ... |ax)*y(aq] ... |ax)* beschrieben.

Mit Abschlusseigenschaften

Da Y* regulér ist und die Klasse der reguldren Sprachen unter Konkatenation ab-
geschlossen ist, ist Lo = X*LY* auch regulér.

Zusatzaufgaben

Zusatzaufgabe 1

Welche der folgenden Sprachen sind kontextfrei und welche nicht? Beweisen Sie Thre Ant-
worten.

1. L= {a"'c*d" |kl € N} iiber & = {a,b,c,d}
2. L ={d"'cmd" |k +m=1+n} tber & = {a,b,c,d}
3. L={a"|k,l €N} iiber ¥ = {a}

Losung

1. Wir zeigen mit dem Pumping-Lemma, dass L nicht kontextfrei ist. Sei n € N belie-
big. Wihle z = a"b"¢"d". Dann gilt z € L und |z| = 4n > n. Seien u,v,w, z,y € ¥
beliebig mit z = vvwzy, |uvw| < n und |vz| > 1. Wir unterscheiden vier Fille:

e Fall 1: vz enthélt ein a.

Dann enthilt vz kein c. Fiir i = 0 gilt [uv'wz'y|, < [uviwz'yl,.
e Fall 2: vz enthélt kein a, aber ein b.

Dann enthilt vz kein d. Fiir i = 0 gilt |uv'wz'y|, < [uv'wz'y|q.
e Fall 3: vz enthilt weder ein a noch ein b, aber ein c.

Fiir i = 0 gilt |uwiwz'y|. < |uv'wz'yl,.
e Fall 4: vz enthélt nur ds.

Fiir i = 0 gilt [uwo'wz'ylq < |[uv'wz'yly.

In allen Fillen existiert ein ¢+ € N mit uwv'wz'y ¢ L. O



2. L ist kontextfrei, da L von der kontextfreien Grammatik G = ({S,T,U,V}, %, P, S)
mit Produktionen

S = aSd | TUV
T —aTh|e
U—bUc|e
V—=cVd|e

erzeugt wird.

3. Da k bzw. [ auch den Wert 1 haben konnen, gilt L = {a}*. Also ist L reguldr und
somit auch kontextfrei.

Zusatzaufgabe 2
Sei G = ({A1, As, A3}, {a, b, c}, P, A;) eine kontextfreie Grammatik mit Produktionen
Al — AQCL ‘ b

A2 — A3A3
A3 — Alc,

bei der wir die Variablen der Einfachheit halber schon von A; bis A3 durchnummeriert
haben.

Wandeln Sie G in eine Grammatik G’ in Greibach-Normalform um.

Losung

Wir fahren fort wie auf den Vorlesungsfolien 21.1 bis 21.4 beschrieben.

Schritt 1 (erster Algorithmus)

Mit dem ersten Algorithmus werden Regeln der Form A; — Aja mit ¢ > j entfernt. Fiir
1 = 1 passiert nichts, da keine Regeln der Form A; — A« existieren. Fiir ¢ = 2 passiert
ebenfalls nichts, da keine Regeln der Formen As — A« oder Ay — Asar existieren. Fiir
1 = 3 verdndert sich die Regelmenge schrittweise wie folgt.

e Fiir j = 1 erhalten wir:
Al — AQG/ | b

AQ — A3A3
A3z — Asac | be.

e Fiir j = 2 erhalten wir:
Al — AQ(I ‘ b

AQ — A3A3
A3 — A3A36LC | be.



e Durch die Entfernung der Linksrekursion A3 — A3Asac erhalten wir schlieflich:

Ay — Asa | b

Ay — AzAs

Az — be | beB

B — Asac | AsacB.

Schritt 2 (zweiter Algorithmus)

Der zweite Algorithmus liefert:

Ay — beAsa | beBAsa | b
As =5 beAs | beBAg

Az — be | beB

B — Asac | AsacB.

Schritt 3 (B-Regeln)

Die rechten Seiten der B-Regeln beginnen mit A;. Durch das Einsetzen von A3 — bc | beB
in B — Asac | AsacB erhalten wir:

Ay — beAza | beBAsa | b

Ay — bcAs | beBA3

Az — be | beB

B — bcac | beBac | beacB | beBacB.

Schritt 4 (Pseudoterminale)

Durch das Einfithren von Pseudoterminalen V, und V, erhalten wir die gewiinsche Regel-
menge P’

Ay = BV, AV, | BV.B AV, | b

Ay — bV A3 | bV.BA;3

As — bV, | bV.B

B — bV.V,V, | bV.BV, V. | bV.V,V.B | bV.BV,V.B
V,—a

V., —c.

Ein Pseudoterminal V} ist in diesem Fall nicht nétig.

Dann ist G' = ({41, Ay, A3, B, V,,V.},{a,b,c}, P', A1) eine zu G dquivalente Grammatik
in Greibach-Normalform.

Hinweis: Man erkennt, dass beide Aj;-Regeln auch entfernt werden koénnten ohne die
erzeugte Sprache zu verdndern.



