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Losungen zum Erginzungsblatt 6

Erinnerung:

Die Besprechungstermine fiir die Ergdnzungen 7 bis 10 fallen bis auf Weiteres aus. Auf-
gaben, Losungen und Videos mit Erklarungen werden wie gewohnt iiber die Ergdnzungs-
webseite zur Verfiigung gestellt.

Vorbereitungsaufgaben

Vorbereitungsaufgabe 1

Das Pumping-Lemma besagt, dass jede regulidre Sprache L iiber einem Alphabet ¥ eine
gewisse Eigenschaft P(L) besitzt. Intuitiv besagt P(L), dass jedes Wort aus L, das lang
genug ist, sich innerhalb von L beliebig auf- und abpumpen lésst.

Formal hat P(L) die Form:

Dn e N: Daf € L,|z| >n: Du,v,w €X'z =uww,v| > 1, luv| < n: Dz e N: |:|
1. Fiillen Sie die leeren Felder so aus, dass die entstehende Aussage dquivalent zur
(a) Eigenschaft P(L) ist.
(b) Negation —P(L) der Eigenschaft P(L) ist.
2. Kann man etwas iiber die Regularitit einer Sprache L sagen, wenn P(L)
(a) erfiillt ist?
(b) nicht erfiillt ist?
Losung
1. (a) n e N: x € L,|z| >n: u,v,w € X* x=uvw,|v| > 1, luv] < n:
[V]i e nv:
(b) n e N: m €L,|z| >n: u,v,w € X" x = uvw, |v| > 1, juv| < n:
Elien:
2. (a) Nichts. L kann regulér sein oder auch nicht.

(b) L ist dann mit Sicherheit nicht regulér.



Vorbereitungsaufgabe 2

Eine binére Relation ~ auf einer Menge S heifit Aquivalenzrelation, falls sie (1) reflexiv,
(2) symmetrisch und (3) transitiv ist, d.h.:

(1) Vee Stz ~a

(2) Ve,ye S: (x~y = y~ux)

(3) Vz,y,z€S: ((r~yAy~z) = x~2)

Seien ¥ ein Alphabet und n € N eine beliebige natiirliche Zahl.

1. Zeigen Sie, dass folgende Relationen ~ Aquivalenzrelationen sind.

(a) ~auf Zmit x ~y <= =y mod n.

(b)

~auf ¥ mit x ~y <= |z| = |y|.

2. Zeigen Sie, dass folgende Relationen ~ keine Aquivalenzrelationen sind.

(a)
(b)

~auf Zmit x ~y <= Ik e€Z:y=kx.

~auf ¥* mit x ~y <= du,v € ¥*: y = uav.

Bemerkung: Es geht hier um (a) die Teilbarkeitsrelation und (b) die Infix-Relation.

Losung

1.

(a)

Reflexivitat

Sei x € Z beliebig. Wahle k = 0. Dann ist k£ € Z und es gilt: x = x + kn. Somit
ist v ~ 2.

Symmetrie

Seien z,y € Z beliebig mit z ~ y. Dann existiert ein k € Z mit x = y + kn
Wahle &/ = —k. Dann ist £’ € Z und es gilt: y = = + k'n. Somit ist y ~ x.

Transitivitat

Seien x, ¥y, z € Z beliebig mit x ~ y und y ~ z. Dann existieren Zahlen k, k' € Z
mit x =y + kn und y = z + k'n. Wihle £ = k' + k. Dann ist £” € Z und es
gilt: e =y+kn=z+kn+kn=z2+ (K +k)n. Somit ist x ~ z.

Reflexivitat

Fiir jedes x € ¥* gilt |x| = |z|. Somit ist x ~ z.

Symmetrie

Seien z,y € X* beliebig mit # ~ y. Dann gilt || = |y| und folglich auch
ly| = |z|. Somit ist y ~ z.

Transitivitat

Seien z,y,z € ¥* beliebig mit z ~ y und y ~ z. Dann gilt |z| = |y| und
ly| = |z| und folglich auch |z| = |y| = |z|. Somit ist z ~ z.



2. Beide Relationen sind zwar reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch. Wir
widerlegen die Symmetrie jeweils mit einem Gegenbeispiel.

(a) 1 teilt 0, weil 0 = k- 1 fiir £ = 0 gilt. 0 teilt jedoch nicht 1, da & - 0 fiir alle
k € Z gleich 0 und somit nicht 1 ist.

(b) Da Alphabete nichtleer sind, existiert ein Buchstabe a € X. ¢ ist Infix von a,
weil a = uev fiir u = a und v = ¢ gilt. a ist jedoch kein Infix von ¢, da keine
Worter u,v € X* existieren mit € = uav.

Vorbereitungsaufgabe 3

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf S und z ein beliebiges Element aus S, dann heifit
[z]. := {y € S|z ~y} die Aquivalenzklasse von x beziiglich ~. Fiir beliebige z,y € S
gilt dann:

e~y = [z]. =[]

Die Menge S/~ := {[z]. |z € S} aller Aquivalenzklassen heifit Quotientenmenge oder
Faktormenge und bildet eine Partition von S, d. h. jedes Element aus S ist in genau einer

Aquivalenzklasse enthalten. Die Méchtigkeit |S/~| der Quotientenmenge wird Index von
~ genannt und gelegentlich mit Index(~) notiert.

Bestimmen Sie Quotientenmenge und Index der folgenden Aquivalenzrelationen:
. ~auf Zmitx ~y <= =y mod 3
2. ~auf {a,b}* mit z ~y < |z| = |y
Losung
1. ~ besitzt folgende drei Aquivalenzklassen:
e 0].={..,-6,-3,0,3,6,...} ={3k|k € Z}
o [1].={..,-5-21,47,..}={1+3k|keZ}
e 2.={..,-4,-1,258,...} ={2+3k|k € Z}
Somit gilt S/~ = {[0], [1]~, [2]~} und Index(~) = |S/~| = 3.

2. Da Worter genau dann dquivalent sind, wenn sie dieselbe Lénge haben, ist die
Aquivalenzklasse eines Wortes = die Menge aller Worter, die gleich lang sind wie
z, d.h. [z]. = {y e T*||z| =y} = SFL Somit gilt S/~ = {Z*¥|k € N} und
Index(~) = |S/~| = 0.

Bemerkung: In der ersten Teilaufgabe wird die Grundmenge in endlich viele unendlich
grof3e Aquivalgpzklassen partitioniert. In der zweiten Teilaufgabe sind es unendlich viele
endlich grofle Aquivalenzklassen.



Vorbereitungsaufgabe 4

Seien Y ein Alphabet, L eine Sprache iiber X und x,y € ¥* zwei beliebige Worter. Fiillen
Sie die leeren Késtchen so aus, dass die entstehende Aussage wahr ist.

L xRy <= | Jwex <|:| = I:D
2. v By <— Dwez*:«l—‘/\ >\/(l—‘/\l—‘>>

Hinweis: © By y besagt, dass x und y nicht in Relation beziiglich Ry, stehen.

Losung

Lok > [Fwes: (wek] « [uel))
2. xRy — wEE*:((waL A yw%L)\/(mw@éL A waL))

Vorbereitungsaufgabe 5
Fiir Aquivalenzrelationen ~, ~" auf einer Menge S heiBt ~' Verfeinerung von ~, falls:
Ve,ye S: (v~ y = x~y).
In diesem Fall ist jede Aquivalenzklasse beziiglich ~' vollstéindig in einer Aquivalenzklasse
beziiglich ~ enthalten und es gilt folglich |S/~| < |S/~/|.
Seien nun ~ und ~' Aquivalenzrelationen auf {a, b}* mit
o~y = z) =yl
x~y = ([zfa = [yl Alzls = [ylb)-
1. Zeigen Sie, das ~' eine Verfeinerung von ~ ist.
2. Listen Sie alle Elemente von [aab]., auf.
3. Welche Aquivalenzklassen beziiglich ~' enthilt [aab].?
Losung

1. Seien z,y € ¥* beliebig mit © ~" y, d.h. |z|, = |y|, und |z|, = |y|,- Dann gilt
2] = |zlo + zlo = [yla + [ylo = [y, d-h. z ~y.
2. [aab]. = {aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb}
3. [aab]. enthilt die Klassen
[ ]

aaal = {aaa},

[
[aab]., = {aab, aba, baa},
[
[

abb). = {abb, bab, bba} und
o [bbb]. = {bbb}.



Prisenzaufgaben

Prisenzaufgabe 1

Zeigen Sie, dass keine der folgenden Sprachen L iiber dem entsprechenden Alphabet ¥
regulér ist. Verwenden Sie das Pumping-Lemma.

1. L = {d*t'a*t! € £*| k,l € N} iiber ¥ = {a, b}

2. L={a*"|m e N} iber ¥ = {a}

3. L= {a" |k <1} iiber ¥ = {a,b}

4. L={d"'cm € |k +1=m} iber ¥ = {a,b,c}

Losung

Wir zeigen, dass L die Eigenschaft des Pumping-Lemmas nicht besitzt, d. h.:
VneN: Jz € L,|z| >n: Vu,v,w € X, 2 = wvw, [v] > 1, |uv| <n: Ji € N: w'w ¢ L.
Daraus folgt sofort, dass L nicht regulér sein kann.

1. Sei n € N beliebig. Wihle 2 = a™ba"b. Dann gilt € L und |z| = 2n + 2 > n. Seien
u,v,w € ¥* beliebig mit (1) z = wow, (2) |uv] < n und (3) |v| > 1. Wihle nun
i =0. Aus (1) und (2) folgt v = o’ fiir ein j € N und somit uwv'w = a"7ba"b mit
j > 0 nach (3). Wegen n — j < n ist uwv'w ¢ L. O
Bemerkung: Fiir ¢ > 2 funktioniert die Argumentation analog.

2. Sei n € N beliebig. Wihle 2 = ¢*'. Dann gilt x € L und |z| = 3" > n. Seien
u,v,w € ¥* beliebig mit (1) z = wow, (2) |uv] < n und (3) |v| > 1. Wihle nun
i = 0. Aus (1) folgt v = o/ fiir ein j € N und somit uv'w = ¢* 7 mit 1 < j < n
nach (2) und (3). Wegen

()
Tl =3n 2.3 L3 <P <3 -1 < 3"

liegt 3" — j echt zwischen 3"~ und 3". Da die Funktion f: N — N mit f(n) = 3"
monoton wachsend ist, kann 3" — j keine Dreierpotenz sein, d. h. uv'w ¢ L. O

(%) Die Ungleichung n < 2-3"~! kann fiir alle n € N per Induktion gezeigt werden:

Induktionsanfang

Firn=0giltn=0<2=2-3""
Induktionsschritt

Sei n € N beliebig. Angenommen, es gilt n < 2-3""! (IV). Zu zeigen ist dann:
n+1<2-3" Aus1<3"=3.3""1<4-3""! folgt:

v n—1 n—1 n—1 n—1 n
n+1<2-3 +1<2-3 +4-3 =6-3 =2-3"

Bemerkung: Fiir ¢ > 2 funktioniert die Argumentation analog.
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3. Sei n € N beliebig. Wiihle z = a"0"™!. Dann gilt z € L und |z| = 2n + 1 > n. Seien
u,v,w € ¥* beliebig mit (1) x = uvw, (2) |uv| < n und (3) |v| > 1. Wéhle nun
i = 2. Aus (1) und (2) folgt v = @’ fiir ein j € N und somit uwv'w = a"™7b"*! mit
J > 0 nach (3). Wegen n+j >n+ 1 ist uwv'w ¢ L. O

Bemerkung: Fiir ¢« > 3 funktioniert die Argumentation identisch.
4. Sei n € N beliebig. Wihle z = a™¢”. Dann gilt z € L und |z| = 2n > n. Seien
u,v,w € ¥* beliebig mit (1) x = wvw, (2) |uw| < n und (3) |v| > 1. Wéhle nun

i =0. Aus (1) und (2) folgt v = @’ fiir ein j € N und somit uv'w = a™ ¢ mit j > 0
nach (3). Wegen n — j < n ist uwv'w ¢ L. 0

Bemerkung: Fiir ¢ > 2 funktioniert die Argumentation analog.

Prasenzaufgabe 2
Sei M der folgende DEA und L die von M akzeptierte Sprache.
b

———>

Vaabﬁ

H b @:} a,b
Oy O

e

1. Geben Sie L an.

2. Welche der folgenden Aussagen sind wahr und welche falsch?

(a) aab Ry, abb (c) bab Ry aba (e) e Rpaa
(b) ab Ry ba (d) Ry bba (f) bb Ry e

3. Geben Sie Quotientenmenge und Index der Myhill-Nerode-Relation R, an.
4. Geben Sie den Myhill-Nerode-Automat grafisch an.
5. Geben Sie Quotientenmenge und Index der Relation Rj; an.
Losung
1. L={a"b"|m,n € N}.
2. (a) Wahr. Fiir alle w € ¥* gilt: aabw € L <= w € {b}* <= abbw € L.
(b) Falsch. Fiir w = ¢ gilt abw = ab € L und baw = ba ¢ L.

(c) Wahr. Fiir alle w € ¥* sind die Aussagen babw € L und abaw € L beide falsch
und somit dquivalent.

(d) Falsch. Fiir w = ¢ gilt ew = ¢ € L und bbaw = bba ¢ L.



(e) Wahr. Fiir alle w € ¥* gilt: ew € L <= we€ L <= aaw € L.
(f) Falsch. Fiir w = a gilt bbw = bba ¢ L und ew = a € L.

3. /Ry = {[e]ry, U], [ba]r, } mit
e [elr, = {a™|m e N},
e [blr, = {a™b"|m,n e NAn> 1} und
e [ba]r, = {w € ¥* | ba ist Infix von w},

d.h. Index(Ry) = |X*/R.| = 3.
a,b
——(luln,)

d. E*/}%J\/f = {[g]RIM’ [a]RIVI7 [aa]RM7 [b]RM7 [bb]RJ\/I7 [ba]RM} mit

o [elry = {e},

|
(&~

alg,, = {a™ | m ungerade},

aalg,, = {a™|m > 1A m gerade},

blr,, = {a™b" |n > 1 Am+ n ungerade},

[
[
[
[

bblg,, = {a"b"|n > 1Am+n gerade} und

[balg,, = {w € £*|ba ist Infix von w},
d.h. Index(Ryr) = |X*/Ruy| = 6.
Bemerkung: Man erkennt, dass [¢|g, = [¢]r,, Ula]r,, Ulaa]r,,, [blr, = [b]r,, U[b]R,,

und [balr, = [ba|g,, gilt.

Prisenzaufgabe 3
Zeigen Sie mithilfe des Satzes von Myhill-Nerode, dass die Sprache
L ={a"b"|n € N}

iber dem Alphabet ¥ = {a, b} nicht regulér ist.



Losung

Beweisstrategie

Wir zeigen die Existenz unendlich vieler Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen, indem wir fiir
eine unendliche Menge M C ¥* folgende Aussage zeigen:

Vo,ye M: (x #y = [z]r, # [V]r,)

Der eigentliche Beweis

Sei M = {a" ‘ k € N}. Dann gilt M C ¥* und [M| = oco. Seien nun z,y € M beliebig mit
x # y. Dann existieren 4, j € Nmit i # j, x = a’ und y = o’. Fiir w = b’ ist zw € L, aber
yw ¢ L. Also gilt B, y und somit [z|r, # [y]r,- O

Zusatzaufgaben

Zusatzaufgabe 1

Welche der folgenden Relationen ~ sind Aquivalenzrelationen auf Z und welche nicht?
Beweisen Sie Thre Antworten.

l. z~y < Im,ne N\ {0}: 2" =y"
2. v~y < JkecZ:y*=kx
Losung
1. ~ ist eine Aquivalenzrelation. Beweis:
~ ist reflexiv

Sei © € Z beliebig. Wihle m = n = 1. Dann sind m,n € N\ {0} und es gilt:
2™ =z = 2". Somit ist x ~ x.

~ ist symmetrisch

Seien z,y € Z beliebig mit # ~ y. Dann existieren m,n € N\{0} mit 2 = y". Wéhle
m' =n und n’ = m. Dann sind m’,n’ € N\ {0} und es gilt: y™ =y = 2™ = 2™
Somit ist y ~ .

~ ist transitiv

Seien x, 1y, z € Z beliebig mit x ~ y und y ~ z. Dann existieren Zahlen m, m’,n,n’ €
N\ {0} mit 2™ = y" und 2™ = y*. Wihle m” = m - m’ und n” = n - /. Dann sind
m”,n" € N\ {0} und es gilt:
Somit ist x ~ z.

2. ~ ist zwar reflexiv (man wéhlt & = z), aber weder symmetrisch (da z.B. 4 ~ 6
und 6 £ 4) noch transitiv (da z.B. 8 ~ 4, 4 ~ 2 und 8 # 2) und somit keine
Aquivalenzrelation.



Zusatzaufgabe 2

Bestimmen Sie Quotientenmenge und Index der Relation R;, fiir die Sprache
L={weX||wl,=1 mod 3}
iber dem Alphabet 3 = {a, b}.

Losung
¥ /Ry = {[¢]r,. lalr, , [aa]p, } mit
o [lr, = {w €S Jul, =0 mod 3},
o [a]gr, ={w e ¥*||w|, =1 mod 3} und
o [aalg, ={w € ¥*||w|, =2 mod 3},
d.h. Index(R.) = |¥*/R.| = 3.

Zusatzaufgabe 3

Zeigen Sie erneut, dass die Sprachen aus Préasenzaufgabe 1 nicht reguldr sind. Verwenden

Sie diesmal den Satz von Myhill-Nerode.
Losung

Wir gehen analog zum Beweis in Prasenzaufgabe 3 vor.

1. Sei M = {a*|k € N}. Dann gilt M C ¥* und [M| = oo. Seien nun z,y € ¥*

beliebig mit 2 # y. Dann existieren i,7 € N mit ¢ # j, x = a' und y = . Fiir
w = ba'b ist zw € L, aber yw ¢ L. Also gilt x B y und somit [z|r, # [y]r, - O

. Sei M = {a?’k‘k € N}. Dann gilt M C ¥* und |M| = oco. Seien nun z,y € *

3i

beliebig mit 2 # y. Dann existieren 4,7 € N mit i # j, * = ¢* und y = a*.
O.B.d.A. sei t < j. Fiir w = a2 st zw = o312 = 3 = 37 € L, aber
yw = a® ¥ = g3+ ¢ [, da 39742 nicht durch 3 teilbar und somit 3°(3/ 7" 42)
keine Dreierpotenz ist. Also gilt « By, y und somit [z]r, # [y]r, - O

. Sei M = {a*|k € N}. Dann gilt M C ¥* und [M| = co. Seien nun z,y € X*
beliebig mit x # y. Dann existieren i, 7 € Nmit i # j, z = o’ und y = /. O.B.d. A.
sei 1 < j. Fiir w = b ist 2w = a0 € L, aber yw = /b ¢ L, da j > i+ 1.
Also gilt x By, y und somit [z]r, # [y]r, - O
. Sei M = {a* | k € N}. Dann gilt M C ¥* und |M| = co. Seien nun z, y € E* beliebig

mit z # y. Dann existieren 4,7 € N mit i # j, z = ¢’ und y = o’. Fiir w = ¢ ist
Tw = a'c’ € L, aber yw = a’c' ¢ L. Also gilt x B}, y und somit [z]r, # [y]r,- O

Bemerkung: Wir konnten bei Teilaufgaben 2 und 3 o.B.d. A. (ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit) i < j annehmen, weil der Fall i > j vollig analog funktioniert.



Zusatzaufgabe 4

Welche der folgenden Sprachen L iiber dem entsprechenden Alphabet ¥ sind regulédr und
welche nicht? Beweisen Sie Ihre Antworten.

1. L= {a"26t®7+358 | | | € N} iiber ¥ = {a}

2. L= {a" |k >1} iiber & = {a, b}

3. L={a"'|ggT(k,1) =1} iiber ¥ = {a,b}
Hinweis: ggT(k,l) ist der grofite gemeinsame Teiler von k und [. ggT(k,l) = 1
besagt also, dass k und [ teilerfremd sind.

Losung
1. Die Sprache ist regulir, da sie von dem reguliren Ausdruck v = a'?0(a?7|a®%®)*
beschrieben wird.

2. Wir zeigen mit dem Pumping-Lemma, dass L nicht regulér ist. Sei n € N beliebig.
Wihle z = ™™™, Dann gilt € L und |z| = 2n+1 > n. Seien u,v,w € X* beliebig
mit (1) z = wvw, (2) Juv| < n und (3) Jv] > 1. Wéhle nun ¢ = 0. Aus (1) und (2)
folgt v = @’ fiir ein j € N und somit uv'w = a""77b" mit j > 0 nach (3). Wegen
n+1—j<nistuwwé¢ L.

Bemerkung: Ein Beweis mit dem Satz von Myhill-Nerode ist auch moglich.

3. Wir zeigen mit dem Satz von Myhill-Nerode, dass L nicht regulér ist und verwenden
dabei die Tatsache, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

Sei M = {ak ‘ k prim}. Dann gilt M C ¥* und |M| = oo. Seien nun z,y € X*
beliebig mit = # y. Dann existieren Primzahlen p,q € N mit p # ¢, * = o und
y = al. Fiir w = b ist zw = a?W? € L, da ggT(p,p) = p > 1, aber yw = a%b? ¢ L,
da ggT(p,q) = 1. Also gilt = 7, y und somit [z]r, # [y]r, -

Erinnerung: Eine Primzahl wird von genau zwei natiirlichen Zahlen geteilt: von der
1 und von sich selbst. Insbesondere ist 2 die kleinste Primzahl.

Zusatzaufgabe 5

In Prisenzaufgabe 2 von Ergdnzungsblatt 5 haben wir eine kontextfreie Grammatik fiir
die Menge RE(X) aller regulidren Ausdriicke iiber einem Alphabet ¥ angegeben. Zeigen
Sie, dass RE(X) fiir kein Alphabet ¥ regulér ist.

Hinweise:

e Da Alphabete nichtleer sind, kann von der Existenz eines Buchstaben a € ¥ ausge-
gangen werden.

e RE(Y) ist eine Sprache iiber dem erweiterten Alphabet I' =X U {0, ¢,]|,*, (,)}.
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Losung

Wir verwenden die Tatsache, dass in jedem reguldren Ausdruck v € RE(X) die Anzahl
der offnenden und die der schlieBenden Klammern gleich sind, d.h. |y|c = |y|). Um Ver-
wechslungen zu vermeiden, verwenden wir runde Klammern fiir die Klammern, die in T’
als Buchstaben vorkommen, und eckige Klammern als Hilfssymbole. Beispielsweise ist mit
(®a])*]* das Wort (((a)*)*)* der Linge 10 gemeint.

Mit dem Pumping-Lemma

Sei n € N beliebig. Wahle x = ("a[)*]". Dann gilt € L und |z| = 3n + 1 > n. Seien
u,v,w € I'* beliebig mit (1) x = wvw, (2) |uv| < n und (3) |v] > 1. Wihle nun ¢ = 0.
Aus (1) und (2) folgt v = (7 fiir ein j € N und aus (3) folgt j > 0. Somit gilt uwv'w ¢ L,
da [uv'w| < |uv'wly.

Mit dem Satz von Myhill-Nerode

Sei M = {("f ’ ke N}. Dann gilt M C I'* und | M| = co. Seien nun z,y € I'* beliebig mit
x # y. Dann existieren 7,7 € Nmit i # j, x = (* und y = (. Fiir w = a)*]" ist 2w € L,
aber yw ¢ L. Also gilt = [, y und somit [z]r, # [y]r, -
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