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Losungen zum Erginzungsblatt 5

Hinweise:

e Wir lassen bei reguldren Ausdriicken Klammern weg, wenn keine Verwechlungsge-
fahr besteht. Dabei halten wir uns an die Konvention, dass der Stern starker als die
Konkatenation bindet und die Konkatenation stiarker als die Alternative. Beispiels-
weise schreiben wir v = alb|ba* statt v = ((a|b)|b(a)*).

e Zwei regulire Ausdriicke o und S heilen dquivalent (in Zeichen o = f3), wenn sie
dieselbe Sprache beschreiben, d. h.:

a=p < L(a)=L(B).

Beispielsweise gilt: a(8]v) = af|ay und (a|8)y = ay|By.

Vorbereitungsaufgaben

Vorbereitungsaufgabe 1

Sei M = (Q,%,6,s, F) ein DEA. Eine Sequenz r € Q% von Zustédnden heifit Lauf (engl.
run) von M auf w € XI"=1 wenn fiir alle i € N mit 1 < i < |r| gilt:

d(rfi], wli]) = r[i + 1].

Wir sagen, dass r in r[1] beginnt und in r[|r|] endet und nennen r[2],... r[|r] — 1] die
Zwischenzustdnde von r.

Hinweis: Mit x[i] bezeichnen wir den Buchstaben an der i-ten Stelle (beginnend bei 1)
eines Wortes z. Fiir das Wort x = bab iiber dem Alphabet {a,b} gilt beispielsweise
z[1] = z[3] = b und z[2| = a.

1. Beschreiben Sie intuitiv was ein Lauf von M auf w ist.

2. Fiir diese Teilaufgabe sei M = (Q, %, 0, s, F') der folgende DEA:

a a

P 0
SOROESOMS0

(a) Geben Sie zu jedem der folgenden Paare (w,q) € ¥* x @ einen Lauf r von M
auf w an, der in ¢ beginnt. Wo endet r? Welche Zwischenzusténde besitzt r?
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i. w=babb, ¢ =2 ii. w=>bb, q=3 ili. w=e¢e,q=1

(b) Geben Sie zu jedem der folgenden Paare (w,q) € ¥* x @ einen Lauf r von M
auf w an, der in g endet. Wo beginnt r? Welche Zwischenzusténde besitzt r?

i w=e¢ q=2 ii. w=abaa, q=0 iii. w=bab, g =1

(c) Geben Sie zu jedem der folgenden Paare (p,q) € Q x Q ein Wort w € 3*
minimaler Linge an, fiir das ein Lauf von M auf w existiert, der in p beginnt
und in ¢ endet.

i.p=3,q=1 . p=2,q=0 ii. p=0,q=0

3. Welche der folgenden Aussagen gelten fiir jedes w € ¥* und jedes q € Q7?7
(a) Es gibt mindestens einen Lauf von M auf w, der in ¢ beginnt.
(b) Es gibt hochstens einen Lauf von M auf w, der in ¢ beginnt.
(c
(d

) Es gibt mindestens einen Lauf von M auf w, der in ¢ endet.
) Es gibt hochstens einen Lauf von M auf w, der in ¢ endet.
Losung

1. Ein Lauf von M auf w ist die Sequenz von Zustédnden, die M besucht, wenn er im
ersten Zustand des Laufes beginnt, und w liest.

2. (a) 1. r=20012, Ende: 2, Zwischenzustéinde: 0 und 1.
ii. r =320, Ende: 0, Zwischenzustiande: 2.
iii. » =1, Ende: 1, Zwischenzustinde: keine.
(b) i. r =2, Beginn: 2, Zwischenzusténde: keine.
ii. = 12000, Beginn: 1, Zwischenzustidnde: 0 und 2.

iii. 7 = 2001, Beginn: 2, Zwischenzusténde: 0.

(¢) i w = bbb . w="> . w=e
3. Aussagen (a) und (b) sind richtig, (c) und (d) falsch.

Vorbereitungsaufgabe 2

Gegeben seien reguldre Ausdriicke v iiber dem Alphabet 3 = {a,b}. Welche der Worter
g, a, bb, bab, abab und bbaa sind in L(~y) enthalten und welche nicht?

1. v = (ab)* 3. v = (al]b)*a(alb)* 5. v = (a*b*)*
2. v = (aalbb)* 4. v =a'b* 6. v = b*(¢lalaa)b*



Losung

1.
2.
3.

4. e,a,bb € L(7) und bab, abab, bbaa ¢
d.
6. €,a,bb,bab,bbaa € L(v) und abab ¢ L(7)

e,abab € L(v) und a, bb, bab, bbaa ¢ L(y)
g,bb, bbaa € L(~y) und a, bab, abab ¢ L()
a, bab, abab, bbaa € L(~y) und ,bb ¢ L(7y)

L(v)
g, a, bb, bab, abab, bbaa € L()

Vorbereitungsaufgabe 3

In dieser Aufgabe soll der Beweis vom Satz von Kleene wiederholt weden.

1.

Gegeben seien zwei reguldre Grammatiken G; = ({S1,T},{a, b}, P1,S1) und Gy =
({92, U},{a,b}, P>, S) mit Produktionen

=5 Sl—>aT|b =% 52—>bU|€
T —aS, | bT U—alU|b

Seien v und S reguldre Ausdriicke mit L(G,) = L(a) und L(G2) = L(B). Geben Sie
eine reguldre Grammatik G = (V, X, P, S) fir folgende Félle an.

(a) L(G) = L(ap) (b) L(G) = L((a]5)) (¢) L(G) = L((a)7)
Verallgemeinern Sie Thre Konstruktion aus Teil 1 (c) fiir eine beliebige Grammatik
Gl = (‘/172 P17SI)'

Geben Sie eine Mengendarstellung von R an. Verwenden Sie die in Vorbereitungs-
aufgabe 1 eingefiihrten Begriffe.

Sei M der folgende DEA:
b a

a@@

Bestimmen Sie ol |, af ; und af ,. Vereinfachen Sie Thre Ergebnisse, indem Sie diese
durch kiirzere, dquivalente Ausdriicke ersetzen.



Losung
1. (a) G=({S1,5,T,U},{a,b}, P,S;) mit Produktionen

Sl—>aT‘b52|b SQ—>bU
T —aS | bT U—alU|b

(b) G = ({5, 51,52, T,U},{a,b}, P,S) mit Produktionen

S—al|b|bU|e S1—al | b Sy — bU
T — aS | 0T U—aU|b

(¢c) G=({5,51,52,T,U},{a,b}, P,S) mit Produktionen

S aT | bS | e
Sl—>CLT|bSI
T = aSy | bT

2. Wihle S beliebig mit S ¢ V;, V =V, U {S} und

P=({(S,v)|(S1,v) € PLVv=c}tU{(u,v5))]|(u,v) € PLAveX})\{(S,e)}.

3. RF, = {w e X* | es gibt einen Lauf von M auf w, der in z; beginnt, in z;
endet und nur Zwischenzustande z,, mit m < k besitzt}

4 ayy = (0,]ah, (0] ) al ) = (ala(elb)* (b)) = ab”
aig = (0 5lal(0]1)"al ) = al(elb)(e|b)*a) = b"a
1)l

1)ads) = ((al)[0(e]b)*0) = alb

O‘é,z = (ag’2|ag’1(a

Vorbereitungsaufgabe 4

Seien ¢: {a,b,c}* — {a,b}* ein Homomorphismus, der durch ¢(a) = a, ¢(b) = ab und
¢(c) = ¢ definiert ist, und ¥: {a,b}* — {a,b}* eine Funktion mit 1 (w) = a®laplvl.

1. Bestimmen Sie:

(a) p(abecea) (c) o(al®pi®c?) (e) w(e)
(b) ¢ (abbbabaa) (d) ¥(a'®b®a®p>°) (f) ¥(e)

2. Geben Sie ¢(L) fiir L = {a*b'c¢™ | k,I,m € N} an.
3. Sei L ={w € {a,b}"| |w|, = |wl|s}.

(a) Geben Sie ¥(L) an.

(b) Gilt (L) = {w € {a,b}" |Jul = 2]y }?

4. Ist 9 ein Homomorphismus?



Hinweise:
e Fiir die Definition von Homomorphismen siehe Ubungsblatt 4, Aufgabe 3.
e Ein Homomorphismus ¢: ¥* — I wird durch die Bilder der Werte aus X eindeutig
bestimmt. Dann gilt fiir alle aq,...,a, € 3:

plar...ap) = p(ar) ... o(an).

Aus diesem Grund konnte in dieser Aufgabe ¢ durch Angabe der Werte p(a), ¢(b)
und ¢(c) eindeutig definiert werden.

Losung
1. (a) aaba (c) a'®(ab) (e) €
(b) aaaabbbb (d) a*p®° (f) e

2. (L) = {a*(ab)" | k,l € N}
3. (a) (L) ={a"b"|n € N}
(b) Nein. Beispielsweise gilt: baa ¢ ¢(L).
4. Nein. Fiir u = v = ba gilt: ¥ (uv) = aabb # abab = ¥(u)(v).

Priasenzaufgaben
Prasenzaufgabe 1
Sei M der folgende DEA:
b

Sy
H@vka,b/

Bestimmen Sie mithilfe des Beweises vom Satz von Kleene einen reguldren Ausdruck
mit L(y) = T'(M).

Sie diirfen in dieser Aufgabe die berechneten Ausdriicke ozi-fj vereinfachen, d.h. durch
kiirzere, dquivalente Ausdriicke ersetzen, und mit diesen weiterrechnen.



Losung
o af =¢lb
e af,=a
e ay, =alb
e aj,=¢
o al, = (be)|(ble)(ble)* (ble) = b
o aj, = a|(ble)(ble)*a = alb*a = b*a
o oy = (alb)[(alb)(ble)"(ble) = (alb)|(alb)b™ = (alb)b”

° aég = ¢|(a|b)(ble)*a = ¢|(alb)b*a

)
(

Da z5 der einzige Endzustand ist, erhalten wir:

v = 0o, = b'alb*a(e|(alb)b*a)* (g](alb)b*a) = b*alb*a((alb)b*a)* = b*a((alb)b*a)*.

Prisenzaufgabe 2

Seien ¥ ein Alphabet mit e, 0, |,*, (,) ¢ ¥ und RE(X) die Menge aller reguléren Ausdriicke
(engl. regular expressions) iiber X.

1. Geben Sie eine Grammatik G mit L(G) = RE(X) an

2. Da regulidre Ausdriicke induktiv definiert sind, gilt fiir sie das Prinzip der struktu-
rellen Induktion: Jedes v € RE(X) besitzt genau dann eine Eigenschaft P(y), wenn
folgende Aussagen gelten:

(1) P(#) (4) Vo, B € RE(X): ((P(a) A P(B)) = P(ap))
(2) P(e) (5) Yo, § € RE(X): (P(a) A P(B)) = P((alh)))
(3) Va€S: Pla)  (6) Ya € RE(Y): (P(a) = P((a)))

(a) Welche Richtung der Aquivalenz ist trivial?
(b) Zeigen Sie die nichttriviale Richtung der Aquivalenz.

Losung

1. G=({S},I,P,S) mit ' =X U{0,e,|,%(,)} und
P = {(5,0), (5.2), (5.55), (5. (SIS)). (5. (S))} U{(5,a) la € 5}

2. (a) Die Implikation von links nach rechts ist trivial.

(b) Zu zeigen: Wenn Aussagen (1) bis (6) gelten, dann gilt P () fiir jeden reguléren
Ausdruck 7.

Beweis durch Widerspruch




Angenommen, es gibt reguldre Ausdriicke, die die Eigenschaft P nicht haben.
Sei 7 ein regulidrer Ausdruck minimaler Linge, fiir den P(y) falsch ist. Wegen
(1), (2) und (3) ist v ¢ {0, e} UX. Dann kann v nur von der Form (i) v = af3,

(i) v = («|B) oder (iii) v = (a)* sein.

Im Fall (i) sind a und f regulire Ausdriicke, die kiirzer sind als 7. Da v mit
minimaler Lange gewdhlt wurde, gilt P(a) und P(/) und nach (4) auch P(y).
Widerspruch!

Die Félle (ii) und (iii) funktionieren analog und verwenden entsprechend die
Aussagen (5) und (6). 0
Prisenzaufgabe 3

Sei 3 ein Alphabet. Fiir ein Wort w € ¥* definieren wir das gespiegelte (engl. reversed)
Wort w¥ rekursiv wie folgt:

€ flirw=c¢
wR:{

au® fir u € ¥* und a € ¥ mit w = ua.

1. Sei ¥ = {a, b, c}. Bestimmen Sie (bac)® durch wiederholtes Anwenden der Definition.

2. Zeigen Sie fiir alle u,v € X*: (uv)f = vftull.

Losung
1. (bac)® = c(ba)® = cab® = cabe™ = cab.
2. Sei u € ¥* beliebig. Wir zeigen die Aussage
Yo € X (ww)f = vt
mit Induktion nach der Wortliange |v| von v, d. h. wir zeigen die dquivalente Aussage
vn € Nyv € 7 (u)f = vfu”

mit Induktion nach n.

Induktionsanfang

Fiir n = 0 gilt v = € und somit (uv)? = u® = vu®,

Induktionsschritt

Sei n € N beliebig. Angenommen, alle v € X" erfiillen die Gleichung (uv)® = vfu®

(IV). Sei v' € X" beliebig. Dann existieren ein v € X" und ein a € ¥ mit v/ = va.
Daraus folgt

(ut)® = (uva)® = a(w)? X avfu® = (va)Fu® = vFu®,

was zu zeigen war. O



Prasenzaufgabe 4

Geben Sie fiir jede der folgenden Sprachen L iiber dem Alphabet ¥ = {a,b} einen
moglichst einfachen reguléren Ausdruck vy mit L(y) = L an.

1. L ={w € ¥*|aabb ist Prifix von w}

2. L ={a™b™|m ist gerade und n ungerade}
L={weX||wl,>1A|w|,>1}

L ={w € ¥*|aba ist Prifix und Suffix von w}

AN

L = {w € ¥*|aab ist kein Infix von w}
6. L ={w € ¥*||w|, und |w|, sind beide gerade}
Losung

Zu einigen Teilaufgaben geben wir mehrere dquivalente Losungen an. Elegantere Losungs-
vorschlédge sind immer herzlich willkommen!

1. v = aabb(a|b)*

2. v = (aa)*b(bb)* = (aa)*(bb)*b

3. v = (alb)*(ablba)(alb)*

4. v = aba|ababa|aba(a|b)*aba = aba(c|ba|(a|b)*aba) = (g|ablaba(a|b)*)aba
5. v = (blab)*a*

6. v = (aalbb|(ablba)(aa|bb)*(ablba))*

Zusatzaufgaben

Zusatzaufgabe 1

Geben Sie fiir jede der folgenden Sprachen L iiber dem Alphabet ¥ = {a,b} einen
moglichst einfachen reguldren Ausdruck v mit L(y) = L an.

1. L ={w € ¥*|aabb ist Suffix von w}
. L ={w € ¥*| abba ein Infix von w}
. L ={w e X*|ab ist kein Infix von w}
. L ={w € ¥*|der dritte Buchstabe in w ist ein a}

. L={we¥X||w|l, =3}

2
3
4
5. L = {w € ¥* | der drittletzte Buchstabe in w ist ein a}
6
7. L={weX||wl,>2V]|w|, > 2}

8

. L={w € ¥*||w|, oder |w], ist gerade}



9. L ={w € ¥*||w| =1 mod 3}
10. L={we | |wl, =0 mod 3V |wl,=1 mod 2}
Losung

Zu einigen Teilaufgaben geben wir mehrere dquivalente Losungen an. Elegantere Losungs-
vorschlédge sind immer herzlich willkommen!

)*aabb

1. v=(alb
|b)*abba(alb)*

Ly =
[b)(alb)a(alb)*
|b)*a(alb)(alb)
ab*ab*ab*
[b)*a(alb)*a(alb)"|(alb)*b(alb)*b(alb)” = (alb)*(a(alb)*alb(alb)*b)(alb)*
(ab*ab*)*|a*(ba*ba*)* = (b*ab*a)*b*|(a*ba*b)*a*
[b)((alb)(alb)(alb))”
(ab*ab*ab*)*|a*ba*(ba*ba*)*

2
3
4
)
6.
7
8
9

(a
(a
b*
(a
(a
b*
(a
b (
(a )
b

v
T =
~
=
=
y =
v =
=

10.

Zusatzaufgabe 2
Sei Y ein Alphabet. Fiir ein Wort w € ¥* sei w® definiert wie in Prisenzaufgabe 3.
1. Zeigen Sie fiir beliebige Sprachen A und B iiber X::
(a) (AB)® = BEAR
(b) (AUB)® = Aty B!
() (A)R = (AR)"
2. Zeigen Sie: Fiir eine regulire Sprache L ist auch L = {wR ’ w e L} regulér.

Hinweise: Verwenden Sie das Ergebnis aus Prasenzaufgabe 3, Teil 2, den Satz von Kleene
und das Prinzip der strukturellen Induktion.

Losung
1. (a) Sei w € ¥* beliebig. Dann gilt:
€ (AB)! <= Jwec AB: z =w"
< Juc€ AwveEB:z=(w) ="
— Jrec AR ye B 2z =yx
<= z € BRAR



(b) Sei w € ¥* beliebig. Dann gilt:

z€ (AUB)? < Jwe AUB: z = w"

— JweA: z=wlVvIweB:z=w"

< zc Afvze B"
«— 2 Afu B~
(c) Zuerst zeigen wir per Induktion: Vn € N: (Af)" = (A™)%.
Induktionsanfang
(AF)? = {e} = {"} = {e}" = (A",
Induktionsschritt
Sei n € N beliebig. Angenommen, es gilt (Af)" = (A")% (IV). Dann folgt:

(AR>n+1 — (AR)nAR I;/ (An)RAR (i) (AAn)R — (An—i-l)R’
was zu zeigen war.

Als néchstes zeigen wir die eigentliche Aussage. Sei hierfiir w € ¥* beliebig.
Dann gilt:

z€ (AN «—= Jwe A*: z=w"

— IneNweA": z=uw"
< IneN:ze (A" = (AR
— z¢c (A%"
2. Zuerst zeigen wir, dass fiir jeden reguldren Ausdruck ~ ein reguldrer Ausdruck +/

existiert mit L(v') = L(v)®. Hierfiir verwenden wir das Prinzip der strukturellen

Induktion mit
P(y) < I e RE(X): L(v) = L(”y)R.

(1) Zu zeigen: P(0).
Fiir 7/ = 0 gilt: L(y') =0 = 0% = L(D)~.
(2) Zu zeigen: P(e).
Fiir ' = e gilt: L(y') = {e} = {e"} = {e}"" = L()".
(3) Zu zeigen: Ya € =: P(a).
Sei a € % beliebig, Fiir v/ = a gilt: L(y) = {a} = {a} = {a}® = L(a)".
(4) Zu zeigen: Yo, 3 € RE(Y): ((P(a) A P(8)) —> P(af)).

Seien o und [ zwei beliebige regulidre Ausdriicke, sodass regulidre Ausdriicke
o' und B’ existieren mit L(a') = L(a)® und L(B') = L(B)%. Fiir v/ = g’ gilt:

L(y) = L(B'a) = L(B") L(a)
= L(B)"L(a)" = (L(a)L(8))" = (L(af))".
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(5) Zu zeigen: Va, f € RE(X): ((P(a) A P(B)) = P((«|f))).
Seien o und [ zwei beliebige reguliare Ausdriicke, sodass reguliare Ausdriicke o
und ' existieren mit L(a’) = L(a)® und L(B') = L(B)E. Fiir v = (/|f) gilt:
L(y') = L(/|8') = L(a") U L(F)
— L(@)® U L(B)® = (L(a) U L(A)" = L((Bla)".

(6) Zu zeigen: Vo € RE(X): (P(a) = P((a)")).

Sei « ein beliebiger regulidre Ausdruck, sodass ein reguldrer Ausdruck o exi-
stiert mit L(a') = L(a)f. Wihle ((«)*)" = («/)*. Dann gilt:

Der eigentlich Beweis folgt direkt daraus:

Sei nun L regulér. Dann gibt es nach dem Satz von Kleene einen reguldren Ausdruck
~v mit L(vy) = L. Nach obiger Aussage existiert ein reguldrer Ausdruck ' mit L(v') =
L(v)%. Also ist L® (wieder nach dem Satz von Kleene) regulir. O

Zusatzaufgabe 3

Zeigen Sie, ohne das Pumping-Lemma zu verwenden, dass die Sprache
L ={a"b"|n € N}

nicht regulér ist.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass ein DEA M = (Q, %, 6, s, F) fiir L existiert und betrachten
Sie den Lauf von M auf das Wort w = al?/bl?l. Welches Wort w' ¢ L wird auch von M
akzeptiert?

Losung
Wir zeigen dies durch Widerspruch.

Angenommen, L wire reguldr. Dann gibt es einen DEA M = (Q, %, 0, s, F') mit T (M) = L.
Seien w = a!?lbl@l ein Wort und r der (eindeutige) Lauf von M auf w, der in s beginnt.
Wegen w € L endet r in einem Endzustand und da M nur |@)| Zusténde besitzt, gibt es
Zahlen 7,5 € Nmit 1 <i < j <|Q|+ 1 und ri] = r[j].

Betrachte nun ' = r[1]...7[i]r[j + 1] ...7[|r|]. Wegen
o(rlel, alil) = o(rljl, alj]) = r[j + 1]

ist 7" ein Lauf von M auf w’ = a"7*", der in s beginnt und in einem Endzustand
endet. Somit wiirde M auch w’ akzeptieren, obwohl w’ nicht in L enthalten ist. Wider-
spruch!
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