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Knobelblatt

Frohes Knobeln! Fragen und Losungsvorschlidge sind herzlich willkommen.

Knobelaufgabe 1
Seien m,n € N natiirliche Zahlen und A und B Sprachen mit |A| = m und |B| = n.

Bekanntlich ist mn ist eine obere Schranke fiir |[AB|, weil fiir alle m, n € N die Ungleichung
|AB| < mn gilt. Die Schranke ist auflerdem scharf, weil fir alle m,n € N Sprachen A, B
existieren mit |AB| = mn, z.B. A= {ak } 1<k< m} und B = {bk | 1<Ek< n}

1. Geben Sie eine scharfe untere Schranke s(m,n) fiir |AB| an.
Hinweis: Betrachten Sie die Falle (1) m =0V n =0 und (2) m,n > 0 getrennt.

2. Zeigen Sie, dass s(m,n) eine untere Schranke ist, indem Sie fiir alle m,n € N die
folgende Ungleichung zeigen:
|AB| > s(m,n).

3. Zeigen Sie, dass s(m,n) eine scharfe Schranke ist, indem Sie fiir alle m,n € N
Sprachen A und B angeben mit |AB| = s(m,n).

Knobelaufgabe 2
Zeigen oder widerlegen Sie: Fiir jede beliebige Sprache L gilt

LCI? = LCI”

Hinweise:

e Wenn die Aussage stimmt, nehmen Sie an, dass eine beliebige Sprache L die Inklu-
sion L C L3 erfiillt und zeigen Sie danach, dass diese Sprache auch die Inklusion
L C L? erfiillen muss.

e Wenn die Aussage falsch ist, geben Sie ein Gegenbeispiel an. Ein Gegenbeipiel wire
in diesem Fall eine Sprache L mit L C L* und L ¢ L?.

Knobelaufgabe 3

Geben Sie eine moglichst einfache Typ-1-Grammatik an, die die Sprache L = {a™b"a™b"™ | m,n € N}
erzeugt.



Knobelaufgabe 4

Die Cerngj- Vermutung besagt, dass (n—1)? eine obere Schranke fiir die Léinge des kiirzesten
synchronisierenden Wortes eines DEA mit n Zusténden ist (vgl. Ubungsblatt 3, Aufgaben
2 und 4). Sie wurde 1964 vom Mathematiker Jan Cerny aufgestellt und ist bis heute ein
offenes Problem der theoretischen Informatik.

Falls (n — 1)? tatsiichlich eine obere Schranke ist, kann man zeigen, dass diese scharf ist,
indem man fiir jedes n > 1 einen DEA mit n Zustdnden angibt, bei dem das kiirzeste
synchronisierende Wort genau die Linge (n — 1)? hat.

Geben Sie einen DEA M mit n = 3 Zustdnden an, sodass das kiirzeste synchronisierende
Wort w beziiglich M genau die Linge (n — 1)? = 4 besitzt. Wie sieht dann w aus? Lisst
sich diese Konstruktion fiir ein beliebiges n verallgemeinern?

Knobelaufgabe 5

Sei M = (Q,%,6,s, F') ein DEA. Wir nennen einen Lauf r von M auf einem Wort w € 3*
akzeptierend, wenn er im Startzustand beginnt und in einem Endzustand endet, also wenn
r[1] = s und r[|r|] € F gilt.

Ist die Sprache
L= {r cQr | r ist ein akzeptierender Lauf von M auf ein w € E*}

iiber dem Alphabet () reguldr? Beweisen Sie Ihre Antwort.

Hinweis: Fiir die Definition eines Laufes siehe Ergdnzungsblatt 5, Vorbereitungsaufgabe 1.

Knobelaufgabe 6
Geben Sie einen reguldren Ausdruck v tiber dem Alphabet ¥ = {0, 1} mit
L(v) ={w € ¥ | z2(w) =0 mod 3}

und |7y]o, [7]1 < 3 an.

Hinweis: Fiir die Definition von zy(w) siche Ubungsblatt 3 oder Erginzungsblatt 4.

Knobelaufgabe 7
Geben Sie einen minimalen DEA fiir folgende Sprachen an:
1. L={w e {0,1,2}*] z3(w) =1 mod 5}:
2. L={we{0,1,2}*|z3(w)* =0 mod 6}
Hinweis: Fiir die Definition von zy(w) siche Ubungsblatt 3 oder Erginzungsblatt 4.



Knobelaufgabe 8

Von folgenden Sprachen L iiber dem Alphabet 3 = {a, b} wissen wir, dass sie nicht regulér
sind:

1. L= {d'|k#1}
2. L= {a"V'|ggT(k,1) =1}

Kann die Nichtregularitit dieser Sprachen mit dem Pumping-Lemma bewiesen werden?

Knobelaufgabe 9

Seien X ein Alphabet, - die Konkatenation von Wortern und ~ eine binére Relation auf
>* mit
T~y <= Jue X ru=uy.

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Ist ~ eine Kongruenzrelation auf (X*,-)?

Knobelaufgabe 10
Zeigen Sie: (R, 0) mit zoy := 22+ 2y + xy+2 ist ein Monoid, aber keine Gruppe.

Knobelaufgabe 11
Betrachten Sie die Definition eines PDA mit Endzustéinden aus Ergénzungsblatt 10.

1. Sei M = (Q,%,1',6,s,#) ein PDA. Geben Sie einen PDA mit Endzustéanden M’
mit N(M') = N(M) an.

2. Sei M = (Q,%,T,0,s,#, F) ein PDA mit Endzustidnden. Geben Sie einen PDA M’
mit N(M') = N(M) an.

Sie brauchen die Korrektheit Threr Konstruktionen nicht zu beweisen.

Knobelaufgabe 12

Sei L eine Sprache iiber einem Alphabet ¥. Zeigen Sie: L wird genau dann von einem
DPDA durch leeren Keller akzeptiert, wenn sie von einem DPDA durch Endzustand
akzeptiert wird und fiir alle u € L gilt: es gibt kein v € X1 mit uv € L.

Knobelaufgabe 13

Entwerfen Sie fiir jede der folgenden Sprachen jeweils eine Turingmaschine M, der die
jeweilige Sprache akzeptiert.

1. L= {ak } k ist eine Zweierpotenz}

2. L = {a"| k ist cine Quadratzahl}



Knobelaufgabe 14

Geben Sie eine DTM M mit hochstens m + 2 Zustdnde an, die die Sprache L aus
Ergédnzungsblatt 12, Prasenzaufgabe 4 akzeptiert.



