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Erginzungsblatt 6

Erinnerung:

Die Besprechungstermine fiir die Ergdnzungen 7 bis 10 fallen bis auf Weiteres aus. Auf-
gaben, Losungen und Videos mit Erklarungen werden wie gewohnt iiber die Ergdnzungs-
webseite zur Verfiigung gestellt.

Vorbereitungsaufgaben

Vorbereitungsaufgabe 1

Das Pumping-Lemma besagt, dass jede regulidre Sprache L iiber einem Alphabet ¥ eine
gewisse Eigenschaft P(L) besitzt. Intuitiv besagt P(L), dass jedes Wort aus L, das lang
genug ist, sich innerhalb von L beliebig auf- und abpumpen lésst.

Formal hat P(L) die Form:

Dn e N: Daf € L,|z| >n: Du,v,w €X'z =uww,v| > 1, luv| < n: Dz e N: |:|
1. Fiillen Sie die leeren Felder so aus, dass die entstehende Aussage dquivalent zur
(a) Eigenschaft P(L) ist.
(b) Negation —P(L) der Eigenschaft P(L) ist.
2. Kann man etwas iiber die Regularitit einer Sprache L sagen, wenn P(L)
(a) erfiillt ist?
(b) nicht erfiillt ist?

Vorbereitungsaufgabe 2

Eine binire Relation ~ auf einer Menge S heifit A quivalenzrelation, falls sie (1) reflexiv,
(2) symmetrisch und (3) transitiv ist, d.h.:

(1) Vee Stz ~zx
(2) Ve,ye S: (x~y = y~ux)
(3) Ve,y,z€S: ((zr~yANy~z) = x~2)
Seien X ein Alphabet und n € N eine beliebige natiirliche Zahl.

1. Zeigen Sie, dass folgende Relationen ~ Aquivalenzrelationen sind.



(a) ~auf Zmit x ~y <= =y mod n.
(b) ~ auf ¥* mit x ~y <= |z| = |y|.
2. Zeigen Sie, dass folgende Relationen ~ keine Aquivalenzrelationen sind.
(a) ~auf Zmit x ~y <= 3k e€Z:y=ku.
(b) ~ auf ¥* mit © ~y <= Ju,v € X*: y = uxwv.

Bemerkung: Es geht hier um (a) die Teilbarkeitsrelation und (b) die Infix-Relation.

Vorbereitungsaufgabe 3

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf S und z ein beliebiges Element aus S, dann heifit
[z]. := {y € S|z ~ y} die Aquivalenzklasse von x beziiglich ~. Fiir beliebige z,y € S
gilt dann:

vy = ol = [yl~

Die Menge S/~ := {[z]. |z € S} aller Aquivalenzklassen heifit Quotientenmenge oder
Faktormenge und bildet eine Partition von S, d.h. jedes Element aus S ist in genau einer

Aquivalenzklasse enthalten. Die Michtigkeit |S/~| der Quotientenmenge wird Index von
~ genannt und gelegentlich mit Index(~) notiert.

Bestimmen Sie Quotientenmenge und Index der folgenden Aquivalenzrelationen:
1. ~auf Zmit x ~y <= x =y mod 3

2. ~auf {a,b}" mit v ~y < |z = y|

Vorbereitungsaufgabe 4

Seien Y ein Alphabet, L eine Sprache iiber X und x,y € ¥* zwei beliebige Worter. Fiillen
Sie die leeren Késtchen so aus, dass die entstehende Aussage wahr ist.

1. 2Ry — DwEE*: <I:| — I:')
2. v By <~ Dwez*:«l—‘/\ >\/(l—‘/\l—‘>>

Hinweis: © By y besagt, dass  und y nicht in Relation beziiglich Ry, stehen.

Vorbereitungsaufgabe 5

Fiir Aquivalenzrelationen ~, ~" auf einer Menge S heifit ~' Verfeinerung von ~, falls:
Ve,ye S: (z~y = x~y).

In diesem Fall ist jede Aquivalenzklasse beziiglich ~/ vollsténdig in einer Aquivalenzklasse
beziiglich ~ enthalten und es gilt folglich |S/~| < [S/~/|.

Seien nun ~ und ~' Aquivalenzrelationen auf {a, b}* mit
rvy =z =yl

v~y = (|zle = yla Azl = |yls).
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1. Zeigen Sie, das ~' eine Verfeinerung von ~ ist.
2. Listen Sie alle Elemente von [aab]., auf.

3. Welche Aquivalenzklassen beziiglich ~' enthilt [aab].?

Priasenzaufgaben

Prasenzaufgabe 1

Zeigen Sie, dass keine der folgenden Sprachen L iiber dem entsprechenden Alphabet X
regulér ist. Verwenden Sie das Pumping-Lemma.

1. L = {d*b'a*t' € ©* | k,l € N} iiber ¥ = {a, b}

2. L={a*"|m e N} iiber ¥ = {a}

3. L={d"'|k <1} iiber ¥ = {a,b}

4. L ={d"cm e ¥ |k +1=m} iber ¥ = {a,b,c}

Prisenzaufgabe 2

Sei M der folgende DEA und L die von M akzeptierte Sprache.
:
S X
e
Oy

~(©)

1. Geben Sie L an.

2. Welche der folgenden Aussagen sind wahr und welche falsch?
(a) aab Ry, abb (¢c) bab Ry, aba (e) e Rpaa
(b) ab Ry ba (d) e Ry bba (f) bbRp e

3. Geben Sie Quotientenmenge und Index der Myhill-Nerode-Relation R; an.
4. Geben Sie den Myhill-Nerode-Automat grafisch an.

5. Geben Sie Quotientenmenge und Index der Relation Rj; an.



Prasenzaufgabe 3

Zeigen Sie mithilfe des Satzes von Myhill-Nerode, dass die Sprache
L ={a"b"|n € N}

iber dem Alphabet ¥ = {a, b} nicht regulir ist.

Zusatzaufgaben

Zusatzaufgabe 1

Welche der folgenden Relationen ~ sind Aquivalenzrelationen auf Z und welche nicht?
Beweisen Sie Thre Antworten.

l. z~y < dIm,ne N\ {0}: 2" =y"
2. v~y < JkeZ:y* =kx

Zusatzaufgabe 2

Bestimmen Sie Quotientenmenge und Index der Relation R;, fiir die Sprache
L={weX||wl,=1 mod 3}

iber dem Alphabet 3 = {a, b}.

Zusatzaufgabe 3

Zeigen Sie erneut, dass die Sprachen aus Préasenzaufgabe 1 nicht reguldr sind. Verwenden
Sie diesmal den Satz von Myhill-Nerode.

Zusatzaufgabe 4

Welche der folgenden Sprachen L iiber dem entsprechenden Alphabet ¥ sind regulédr und
welche nicht? Beweisen Sie Ihre Antworten.

1. L= {a0+23T+358 | | | € N} iiber ¥ = {a}
2. L= {a"' |k >1} iiber ¥ = {a,b}
3. L= {a"t'|ggT(k,1) =1} iiber ¥ = {a, b}

Hinweis: ggT(k,l) ist der grifite gemeinsame Teiler von k und [. ggT(k,l) = 1
besagt also, dass k und [ teilerfremd sind.



Zusatzaufgabe 5

In Préasenzaufgabe 2 von Ergénzungsblatt 5 haben wir eine kontextfreie Grammatik fiir
die Menge RE(X) aller reguldren Ausdriicke iiber einem Alphabet 3 angegeben. Zeigen
Sie, dass RE(Y) fiir kein Alphabet ¥ regulér ist.

Hinweise:

e Da Alphabete nichtleer sind, kann von der Existenz eines Buchstaben a € ¥ ausge-
gangen werden.

e RE(X) ist eine Sprache iiber dem erweiterten Alphabet I' =X U {0, ¢, |,*, (,)}.



